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Synopsis
Theorthogonalprojectionl)whichmapsL2(9)ofvectorfunctionsontoI-la(Ω)ofsolenoidal
vectorfunctionscanbeconsideredasaboundedoperatorinVVpi(9),wherelisanypositive
integerand1〈P<十 〇〇.
1.は じめに
9はR3の 有界領域で,境 界 ∂9は 滑 らか とす る。
関数空間は断 らない限 り,ベ ク トル値関数か らなるも
のとする。Lp(9)及び,ソ ボ レフ空間WU(.e)はよ
く知られたとお りである。すなわち,
ち(Ω)={u=(u!,u2,u3);
∫。1・t・(v)1・dx<+。・si=1・2,3}
IVpt(Ω)={・t.∈Lp(ρ);D・za∈Lp(9),1α1≦1}
但・D・一(、i)α'(捻)α隠y㌧ 国 一 ・+・+…
C・oc(9)は9にコンパ ク トな台 を持 ち,無限 回連続
微分可能なベク トル値関数全体,C。,e..(9)はCo。.(9)
の元ttで,divu=Oをみたす も の 全 体 とす る。
H・(Ω)はC・,dtS(・Q)の4(Ω)に於る完備化 とす る。
In(Ω)からll。(0)の上への射影作用素 をPと す
る。流体力学にあ らわれ る,い わゆるス トークス作用
素Aは,こ のPを 用いて形式的 にはA・-P△ と
あらわせる。ここに△はラプラスの作用素である。正
確にいえば,Aは(]e,。.。(0)で定義 された正値対称
作用素 －P△ のUc(Ω)に おけるフリー ドリックス
拡張として定義され る。Ate=Pfは,次 の方程式系
と同値である。但 し♪はあるスカラー関数である。
{
一△ μ十▽ρ=∫ Ω で
divrt・=e9で
u=0∂ ρ で。
一－PtJL2(Ω)に於 る 自己共役 作 用 素Bは ,一 △ に
ゴ
アイリクレー境界条件をつけた ものと す る。Bt`・f
は次の方程式系に同値である
。
一 △ μ=∫ Ω で
{二u=O∂9で 。
五 の分 数 巾 ・坐 の定 義域 は,
D(Aa)=D(Ba)nHσ(Ω),0〈α<1
とな る こ とが知 られ て い る。(Fujita・Morimoto〔2〕)
しか し,D(Aa)のLp(Ω)(♪ ≒2)に 於 る特徴 付 け
は,ま だ知 られ て いな い よ うで あ る。 そ のた めの第一
段 階 として,こ の小 論 ではPのLp(.o・)に おけ る行
動 を調 べ よ う。
2.主 要な結果
命題
Sは 正整数,1<P〈+◎。 とす る。 作用素Pは,
IVpS(ρ)における有界作用素である。
注意2-1
補間空間の理論を用 いれ ば,5≧1な る任意の実数
に対 して,上 記の結果 を拡張することが出来る。
注意2-2
我々の方法では,s=0に 対する結果は得 られない。
この場合 も含 め,s≦0に於 るPの 行動を調べるのが
今後の課題 である。
3.Pの 表現
L,(9)におけるPの 性質 を述べてお く。Uは ρ
(Ωの閉包)で 定義 された滑 らかな関数 とすれ ば.あ
るスカラー値関数hが 存在 して,
(3-1)Ptt=tt-gradh
とあ らわせる(た とえぼLadyzhenskaya〔3〕)。両辺
の発散 をとれ ば
(29)
(3-2){㌫ ㌻) r:・ 霊
但 しllは ∂Ω で立てた外向法線である。このノイマ
ン問題を2つ に分けて,
(3-3){儂三;diWz
及び
(3-4)∫
△q=0
怨=(…)一芸
/sl,(x)dx-・
ρ で
∂Ω で
ρ で
∂Ω で
と し,こ れ らの解 を各々f;gと すれ ば,(3-2)の
解hは,h=f十qと あ らわせ る。f==△"divuと
か くこ とにすれ ば,
(3-5).Ptt=tl-grad△-idivtt-gradq
とな る。但 しqは(3-4)の 解 で ある。.;
作 用 素PをLp(Ω)(ρ ≒2)で考 察 する:'とき,上 式
,
.
(3-5)を定義 と しよ う。
4.ラ プラス作用素の境界値問題
1尽 知られひ る=eなので・結琴似 をま抽 て
お くb例 え ばAgmoh・Douglis・Nirgnberg〔1〕,Lio・
ns・Magenes〔4〕な どを見 られ た い。
Bu=一 ゾ,す な わち デ ィ リクレ]問 題:/
(・-1){竺ユ 。ー 、舞
の解 はただ1つ 存在 し,評 価
(4-2)1小 。・(の<Cげ11・・。・一・(・(1>-2)
を み た す 。
ノイマ ン問 題:
(4-3)
?
?
??
?
?
ー
』2で
∂Ω で
は・∫、、・dξ一・なる とき定数 を除v・て一意 な解 を持 ち・
評価 エ
(4-4)ll小 ρ・(のくc{‖伊ll・Vpl+P(∂Ω川 ・`ll・・…}
(z≧2)
をみ たす。
IV,i(9)のトレース作 用素 γ につ いて.次 の評 価
が成 立 つ。
(4-5)|・fll・。・-S・… 一〈Ciiflb・,t(・( -7>り
注意4-1
ノイマン問題(4-3)の解に対 しては,一 意性が成
立kts'いがr例えば酬 ∫。・砲 一・ をみたす蹴 族
か ら解 をえ らべ ば,一 意性 が成 立 って,
(4-4)'1臨p1(・・<cノ回 階1-;・∂・・(1>・2)
が成 立つ。 証 明は,閉 グ ラフ定 理 を用 いれ ば容易であ
る。
5.命 題 の 証 明
1=1,2,… …,1<カ<十 〇〇 と し よ う 。 ソ ボ レフ空
間Wpt(Ω)の 滑 ら か な 元uに 対 し てPuを(3-5)
で 定 義 す る 。(4-2)よ り
llgrad△-idivulliype(の
くxli△一1di・uEivpt÷i(n)
〈xClldi田小1・
p仁1《Ω)
〈xCllullw.t《の ・
'(4-4)∫よ り
ngradglbvρt(刀》
〈xllqllＬVb:+・CO)'
〈xCI)(・,・)晶 △ 一'・diVtcll・yp・-S・・Dl
≦qlμ7τgrad△ 『ldivu.11iVρi-;(e・o)・
最 右 辺 に(4-5)を 用 い れ ば,
lgradqllw。i(のx〈Cll・-9・ad△一'di・cUw。e(…
従 っ て,
llgradgiliVpiて・o)s〈f(フllttlllVpl(D)・
以 上 よ り,μ に 無 関 係 な 正 定 数(㌔ が 存 在 し て
)11'・小 ㌦・〔・・≦C　　ull・・。《・・L〈1-1・2ド …・う
故 に(3'-5)で定 義 され た作 用素1)1ま・IVpi(0)の
有界 作用 素に,.一意 的 に拡張 され る。 よ〔て命題は証
明 され た。
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